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О неголономных системах Веселовой и Чаплыгина
А.В.Цыганов
Доказана траекторная эквивалентность задачи Чаплыгина о качении шара, системы
Веселовой на алгебре Ли e∗(3) и одной гамильтоновой системы на двумерной сфере с нестан-
дартной метрикой.
Ключевые слова: неголономные системы, скобки Пуассона
1. Задача Чаплыгина о качении шара
Шаром Чаплыгина [8] называют динамически несимметричное уравновешенное твер-
дое тело со сферической поверхностью, которое катится без проскальзывания по шерохова-
той плоскости. Геометрический центр шара совпадает с центром масс, но все три момента
инерции различны. Условие отсутствия проскальзывания в точке контакта имеет вид
v + ω × r = 0, (1.1)
где ω и v — угловая скорость и скорость центра масс тела, r — вектор из центра масс в точку
контакта относительно подвижной системы координат, связанной с главными осями шара.
В этой системе координат угловой момент шара относительно точки касания имеет вид
M = (I + dE)ω − d(x, ω)x, d = mb2. (1.2)
Здесь m — масса, I = diag(I1, I2, I3) — тензор инерции и b — радиус шара, x = (x1, x2, x3) —
единичный вектор нормали к поверхности шара в точке контакта, а E— единичная матрица.
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Скобки (a, b) обозначают обычное скалярное произведение, а a×b — векторное произведение
трехмерных векторов.
Уравнения движения, после подстановки в них множителей Лагранжа, найденных с по-
мощью уравнения связи (1.1), имеют вид
M˙ = M × ω, x˙ = x× ω, (1.3)
где
ω = Ag M, Ag =
(










Эти уравнения обладают интегралами движения
H1 = (M,AgM), H2 = (M,M), H3 = (x, x), H4 = (x,M) (1.5)
и инвариантной мерой
μch = g−1dxdM, g =
√
1− d(x,Ax). (1.6)








, {Mi, xj}g = εijkgxk, {xi, xj}g = 0, (1.7)
где εijk — полностью антисимметричный тензор, а уравнения движения имеют вид
dz
dt
= g−1{H, z}g, H = H12 . (1.8)
Эти уравнения после замены времени
dt → g dt (1.9)
становятся гамильтоновыми относительно скобки Пуассона (1.7).
Таким образом, после замены времени мы получаем гамильтонову систему с нестан-
дартными скобками Пуассона (1.7). Далее мы можем использовать замену переменных
L1 = g−1
(
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где
b = (x,M), c = (x,L), ν = x21 + x
2
2 − d(x, x)(a1x21 + a2x22),
























































к исходным интегралам движения (1.5), можно легко получить интегрируемую гамильтоно-
ву систему на сфере, эквивалентную неголономной системе Чаплыгина. Свойства подобных
преобразований и возможности их использования в динамике твердого тела подробно об-
суждаются в книге [2].
В случае Чаплыгина при с = 0 в преобразовании (1.12) исходные интегралы движения
H1,2 (1.5) имеют вид




























Согласно [10], гамильтоновы системы с такими интегралами движения допускают частич-
ное разделение переменных в уравнении Гамильтона –Якоби. Как и для случая Клебша,
соответствующие переменные разделения эволюционируют на примиане алгебраической
кривой, которая не является гиперэллиптической, в отличие от разделения переменных
Чаплыгина [8]. Вопрос о полном разделении переменных для таких двумерных гамильто-
новых систем с линейными по моментам слагаемыми в гамильтониане остается открытым.
Напомним, что задачу о качении шара С.А.Чаплыгин проинтегрировал в квадратурах
в работе [8], используя линейное по фазовым переменным преобразование с коэффициента-
ми, зависящими от констант первых интегралов. В работе [4] подробно исследуются геомет-
рические свойства преобразования Чаплыгина с точки зрения траекторного изоморфизма
двух систем одного и того же типа на различных уровнях интеграла энергии. Обобщение
этого преобразования на случай гамильтоновых систем на сфере с линейными по импульсам
слагаемыми в гамильтониане, отвечающими гироскопическим силам, позволит проинтегри-
ровать многие аналогичные системы, возникающие в динамике твердого тела [2, 10].
2. Система Веселовой
Рассмотрим движение твердого тела вокруг неподвижной точки, совпадающей с его
центром масс при наличии неголономной связи
(ω, x) = 0. (2.1)
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В данном случае проекция угловой скорости на x равна нулю, что означает отсутствие
верчения вокруг вектора x [6, 7]. Уравнения движения имеют вид
M˙ = M × ω + λx, x˙ = x× ω. (2.2)
Здесь M — момент количества движения, ω = ÂM — угловая скорость тела, x — орт








Подставляя уравнения движения в производную от связи (2.1) по времени, мы может ис-





Задача имеет четыре интеграла
Ĥ1 = (M, ÂM), Ĥ2 = (M,M) − (x, x)−1(x,M)2, Ĥ3 = (x, x), Ĥ4 = (x, ω)
и инвариантную меру
μves = ĝ dxdM, ĝ(x) = (x,Ax)
1/2. (2.3)


























при выполнении условия (2.1). Приведение скобок Пуассона {. , .}ag к каноническим скобкам
Ли–Пуассона (1.11) и эквивалентность данной неголономной системы шару Чаплыгина без
верчения обсуждается в работе [3].
3. Эквивалентность систем Веселовой и Чаплыгина
В работах [3, 5, 9] «математические» уравнения (2.2) переписаны в более «физической»
форме
Iω˙ = Iω × ω + λx, x˙ = x× ω,
где I = Â−1 — тензор инерции тела, а неопределенный множитель Лагранжа выводится из
механических соображений
λ = −(I
−1x, Iω × ω)
(I−1x, x)
.
Связь между соответствующими динамическими системами подробно обсуждается в [5].
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В данном разделе мы продолжим исследовать уравнения движения (2.2) в их перво-
начальной форме, приведенной в работе [7]. В этом случае легко проверить, что исходные
уравнения движения (2.2) остаются интегрируемыми, если вместо (2.1) положить
(ω, x) = b, b ∈ R, (3.1)
(см. [9]). Кроме того, в той же работе Фёдорова [9] было предложено вместо M ввести
постоянный в пространстве вектор K по правилу





, (x,K) = (x, ω) = b,
так что исходные уравнения движения (2.2) для системы Веселовой примут вид
K˙ = K × ω, x˙ = x× ω, где ω = ÂM. (3.2)




∣∣∣∣ = ĝ2(x) ≡ â1x21 + â2x22 + â3x23,
то преобразование координат M → K обратимо везде, где существует инвариантная ме-
ра μves (2.3) и где существует замена времени, позволяющая проинтегрировать уравнения
движения в квадратурах [6].
В новых переменных инвариантная мера уравнений движения (3.2) имеет вид
μ = ĝ−1 dxdK, ĝ(x) = (x, Âx)
1/2
, (3.3)
а интегралы движения —
Ĥ1 = (K, ÂgK), Ĥ2 = (K,K), Ĥ3 = (x, x), Ĥ4 = (x,K), (3.4)
где
Âg = Â− ĝ−2 (E− Â) (x⊗ x) (E − Â).























для которых (x, x) и (x,K) являются функциями Казимира. Уравнения движения (3.2)
d
dt




становятся гамильтоновыми после замены времени dt → ĝ dt.
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Предложение 1. Скобки Пуассона {. , .}v (3.5) и инвариантная мера μ (3.3) для
системы Веселовой совпадают со скобками Пуассона {. , .}g (1.7) и инвариантной мерой
μch (1.6) для шара Чаплыгина, если (x, x) = 1 и параметры задач связаны соотношением
âi = 1− dai, (3.7)
а интегралы движения Ĥi (3.4) системы Веселовой выражаются через интегралы движе-
ния Hi (1.5) системы Чаплыгина
Ĥ1 = H2 − dH1, Ĥ2 = H2, Ĥ3 = H3, Ĥ4 = H4. (3.8)
Скобки Пуассона {. , .}v для системы Веселовой приводятся к каноническим скобкам
Пуассона на алгебре e∗(3) преобразованием (3.9), совпадающим с преобразованием (1.10),
с точностью до замены параметров (3.7)
L1 = ĝ−1
(









































Обратное отображение также совпадает с отображением для системы Чаплыгина (1.12)
после замены параметров (3.7).
При c = 0 преобразование (3.9) отображает систему Веселовой в ту же самую инте-
грируемую систему на сфере что и для задачи Чаплыгина (1.13), а исходные интегралы
движения имеют вид
Ĥ1 = H˜2 − dH˜1, Ĥ2 = H˜2, (3.10)
если параметры этих систем связаны соотношением (3.7).
Таким образом, неголономная система Веселовой эквивалентна и неголономной системе
Чаплыгина и соответствующей интегрируемой гамильтоновой системе на сфере. Эти три
системы обладают общим слоением совместной поверхности интегралов движения на торы
Лиувилля и общими траекториями, если рассматривать их в непараметрической форме.
Заметим, что именно благодаря этой эквивалентности преобразование Чаплыгина [8]
практически без изменений переносится и на систему Веселовой [9].
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